o
ErVICES FONCTIONS

EXERCICE 1

Dérivabilité
Soit f la fonction définie sur [0 ;+pO[ par » | o w.fx -

Montrer que f est dérivable sur [0 ;+0[ et calculer f'(x) pour tout réel x positif.

EXERCICE 2

Usage de la quantité conjuguée
Chercher la limite en +00 de 5 |'x2 +x—x-

EXERCICE 3
Etude d'une fraction rationnelle
. o xt+ 3
Soit f la fonction définie sur D= [R—{—1} par f (;J;j = -
x+1

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére orthonormal (O ; ; j )-

#% Déterminer trois réels a, b et c tels que : pour tout x = D, f (x) =ar+h+

x+1
#% Etudier les limites en +03 et -0 de la fonction g définie sur D par : glix]l = f(x] -x+1.

Que peut-on en conclure pour C et la droite i, d'équation y=x-1?
Etudier la position de C par rapport a .

#% Etudier les variations de f. Tracer C.

#% Montrer que le point I(-1 ;-2) est centre de symétrie de C.

EXERCICE 4

Fonction tangente
St X

Etudier la fonction tat @ x =
Cos X

EXERCICE 5

Inégalité des accroissements finis

i
A laide du théoréme des inégalités des accroissements finis, montrer que, pour tout x= |0 —| , (0 £ gin x % x -

EXERCICE 6

Bijection

Montrer que f © ¥ = o x + 2 réalise une bijection de lintervalle [-2 ;+£0[ sur un intervalle que l'on déterminera.

EXERCICE 7

Résolution d'équation
Montrer que l'équation xﬁ + x — 3 =[] aune solution unique sur [R dont on donnera un encadrement d'amplitude 0,1.

CORRECTION

EXERCICE 1

Dérivabilité
#% la fonction f est dérivable sur ]0 ; +&0[ et pour tout x > 0,

1 1 3
f'(x)=»\|'{;+x>< =ﬁ+—f:_ﬁ
2.0 x 2 2

#% Etude de la dérivabilité de fen 0 :
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dess .
« AETNICES ooy 0 S = SO _ xfx _ i
x=0 x
Or]i_ti‘ln»u'{;=0,donc]jﬂ1 Mq)

w0 x— [:|
La fonction f est donc dérivable en 0 et f '(0) = 0.

EXERCICE 2

Usage de la quantité conjuguée
Les théorémes classiques sur les limites ne permettent pas de conclure immédiatement.
Cependant pour x > 0 :

r—x2+x_x=(»-.n'rx2+x—x:|[q,n'rx2+x+x)
Axtx o+

+x-xf

SJEErx

X

*\.m*‘x

xx]

1

1+—+1
x

or litn 1+1 l,d'ou:]j_tn,..'x2+x—x=%.

¥ =+ x W=t

EXERCICE 3

Etude d'une fraction rationnelle
» Pour tout x=D,
£ (ax+b)(x+1)+c  a+(h+alx+ib+e)
ax+b+ = = .
x+1 x+1 x+1
D'ou, par identification des coefficients :

a =1
Ffixi=ax+b+ i est équivalenta: & p + 5 =[]
x+1
b+eo =3
On en déduit que a=1, b=-1 et c=4.
On obtient pour tout xe=D,
Fixy=x-1+ .
x+1
% Pour tout xe=D, g(xj =f|:x:|—x+1= ,
x+1
dou: I [f(x)—x+1]= m [f(x)—x+1]-0.
E—shn P

Graphiquement la différence des ordonnées ym - yp (voir figure) a pour limite 0 en +3 et en -0, donc fi, est asymptote a C.

Six > -1, alors g(x) >: 0 et C est au-dessus de j, .
Six < -1, alors g(x) < 0 et C est au dessous de .

%= La fonction f est rationnelle donc dérivable sur son ensemble de définition et :
4 x+1F -4 (x-Dix+
) =1- _x+1P-4_ x-Dx+3
(x+17  (x+1F (x+17
D'apreés 'étude précédente,

i f(x) = lim (x=1) =+ ; cememe lin_ f(x) =~
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Onaaussi: litn = lim =—met]_1n1f=]_1m = +m.
-1 == x+1 -1t ==t x+1
On peut dresser le tableau de variations de f :
b -oo -3 -1 1 4o
F® ¥ ] : : ] T
-ﬁ +ro +n
f(z) /
-0 e ] 2
i Cherchons une équation de C dans le repére (I,; , } ) avec I(-1 ;-2).
) o = , - x=-1+X
Soit un point M du plan ; si (x,y) sont ses coordonnées dans (0,5 ', J ) et si (X,Y) sont ses coordonnées dans (1,5, J ), alors
y=-2+7

Une équation de C dans le repére (O,;, j )est y = x— 1+ )
x+1

4

Donc une équation de C dans le repére (I,;, j ) est Y-2=X-1-1+ ,Cestadire ¥ = ¥+ _— .

X-1+1
\ - = : 4 ; : :

Dans le repere(l, 7 ) ), la fonction 3 - & = X + — a pour représentation graphique la courbe C.

Or la fonction h est impaire. Le point | est donc centre de symétrie de la courbe C.

EXERCICE 5

Inégalité des accroissements finis
(hors programme)
Pour tout x&= IH_, sin’(x)=cos(x).

i
Or pour ti= I:[:I,— ,ona0 % cost & 1, donc 0 & sin'(t) & 1.
2

En appliquant le théoreme sur les inégalités des accroissements finis sur [0 ;x] , on obtient :
0 x (x-0) = sinx - sin 0 = 1 x (x-0),
et puisque sin 0 =0,

i
0 =, sin x & x. Donc pour tout x¢&= |:I:I,_ 0 % en x4 ox.
2

EXERCICE 6
Bijection
La fonction f est définie sur lintervalle [-2; +CO[.
Elle est dérivable, donc continue, sur lintervalle ]-2; +oQ[.

De plus litn Sxt 2=10= f{—2} , donc f est également continue en -2.
¥

On en déduit que f est continue sur [-2; +C0[.

Pour xi=]-2 ;+0al, f'lile = ﬁ d'ou f'[x] > |:|, et fl(x:l e fli_gjl

Dressons le tableau de variations de f :

4
J =

+co

J (&)

f est continue et strictement croissante sur lintervalle [-2; +C0[. f réalise donc une bijection de [-2; +CQ[ sur [0; +C0[.

EXERCICE 7

Résolution d'équation
Soit la fonction f{r)=r%4+1—3 avec x dans [R

f est continue dans [R JF’[;;;-] —hr141 fjl:z'jl}l:l pour x dans ]—m;m[ et donc f(x) est partout croissante.
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sl—i}]':nm fl:z:l =—ca all—;n-:-f:. fl:z':l =0 f(x) étant continue, partout croissante et passant d'une valeur négative a une valeur positive, on conclut

qu'il y a une et une seule valeur de x pour laquelle f(x) = 0.

Il'y a donc une solution unique a l'équation f[,z-j —a541—32 =0 avec x dans

Recherche par procécé dichotomique d'un encadrement de la solution a l'équationf[zj = r54.1—3=0. On choisit une valeur de x pour laquelle f(x)
> 0 et une valeur de x pour laquelle f(x) < 0 par exemple: f(2) = 31 et f(1) : -1

On sait alors que la solution ¢x sera telle que 1=z« 3 On calcule f(x) pour x = la moyenne arithmétique de 1 et 2, soit x = 3/2 f(3/2) = 6,09...

On en conclut que 1{.;-“;:%

On calcule f(x) pour x = la moyenne arithmétique de 1 et 3/2, soit x = 5/4 f(5/4) =1,3...
On en conclut que 1{.;,{%

On calcule f(x) pour x = la moyenne arithmétique de 1 et 5/4, soit x =9/8 f(9/8) = -0,7...
) 5
On en conclut que Fwoy
On calcule f(x) pour x = la moyenne arithmétique de 9/8 et 5/4, soit x = 19/16 f(19/16) = 0,5...
On en conclut que Eq’:a:‘:% soit1,125<Ca<l1, 1875
L'encadrement étant demandé & 0,1 prés, on a:1 1=Zm<1 2
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